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19.
De transformatione integralis duplicis indefiniti
in formam simpliciorem
r
J G
__ __
— G' cos?) cos£ — G" sinn sind"
( Auct. C. G. J. JacoU, prof. math. Regiom. )
I n t r o d u c t i o.
1.
JTacile probatur, integrale huiusmodi
9φ __
 ;
cosqo-j-csiny-f- ^  cos φ* + e cos φ sin φ +/sin φ*|^
in quo expressio, quae sub radicali invenitur^ functio est rationalis integra
secundi ordinis ipsorum cos (p, sin< , casu quo expressio illa pro omnibus
anguli φ valoribus realibus valorem positivum seryat, per substitutionem
realem formae
ad hoc simplicioris formae integrale revocari j>osse
l /L. _ S η _
MJ V"(i — 7c*sm??2)9
in quo insuper :a<l: qpa forma hodie integralia ellip ca exhiberi s len t.
Ponatur enim
tang|(p = or,
integrale illud
• cos φ -j- c sin ψ + d cos φ2 -j- e cos φ si
abire videmus in integrale sequentis formae:
a?
in quo expressio sub radicali dignitates omnes ipsius χ continet integras
positivas usque ad quartam; cuiusmodi integrale Eule r u s olim docuit,
adhibita substitutiono
m-J-ny
χ sss -^—: * , , .
1+P7
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in simplicius transformari posse hoc
in quö sub radicali impares digüitates variabilis non inveniuntur. Substi-
tutionem autem adhibitam
m + n'v
£ =
 4 T *i + P r
Cl. Legendre demonstravit omnibus casibus realem accipi posse, ätque
integralia ita reducta facillime revoeari ad dictam formam
L L _ fr·
Mj\r(l~~k*sm>q*)>
idque variis modis pro iudole Ipsarum y, r, s. E quibus modis est substitutio
qua adhibita prodit:
rjuod integrale forma assignata gaudet. Junctis substitutionibus, quibus in-
tegrale propositum in formam illam transformatum est, invenirnus, siquit*
dem loco |/(— ) j /* r \ " ) simpliciter n, p scribimus, substitutionem for-
tnae propositae:
2.
Ut substitutio assignata realis sit, in antecedentibus suppeni debet,
g9 s eodem signo afFectas esse. Quod facile probatur looum habere, quo-
ties expressiones sub radicali aut pro nuilo aut pro quatuor valoribus rea-
libus variabilis evanescant.
Expressiones enim binae
^ cos sin
eodem tempore evanescunt^ idque pro eodem numero valorum realium et
imaginariorum variabilium. Quoties vero y, $ signa opposita liabent, eva-
nescit haec pro valoribus realibus ipsius ye imo'positivo, uno negativo;
unde valores variabilium y,
 ? pro quibus expressiones iilae evanescunt,
eo casu duo reales, duo imaginarii forent.
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Porro facile probatur, altero casu, quo expressio sub radicali pro nullo
valore reali variabilis evanescat sive valorem semper positivum servet, mo-
dulum integralis elliptici, ad quod integrale propositura revocatur, semper
realem unitate minorem effici posse.
Qiiem in finem observp^ substitutionem iiostram
npn niutare, ubi Ipco tanglq ponatur
i— fang ί ΎΙ
»ive loco η ponatur 90° — TJ. Quo facto integrale reductum abit in
ita ut quadratum moduli invenias
aut M-2^?*)-*· aut tf-aut k —
 Γ aut H —
Quoties vero expressio sub radicali in integrali proposito valorem semper
positivum habet, radices y* aequationis quadraticae
9 + ry*4-sy* =s 0
aut imaginariae fiunt^ aut certe negjativae. Casu primp fit
que modulus
realis uuitate minor. Casu secundo fit rr^>4-ys simiilque r positiva^ ideo-
que eo casu modulus
realis lunitate mioor, Unde, quod probari debuit, siquideni expressio sub
radicali valorem semper positivum habet, per dictam substitutionem omni-
bus casibus ad integrale ellipticurn pervenfre Jicetj cuius modulus realis
unitate minor est.
Altero casu, quo denominator integr^lis pro quatuor valoribus rea-
libus variabilis evauescit, fit rr^>4y^ simulque r negativa. Quo casu ut
modulus realis unitate minor existat, cum ad novas substitutiones confu-
giendum sit, plerumque eum ^as«^Li alia ratioue tractere praestat,
33
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3.
E retatione, qaae iuter taug | φ, t tig | η
valores ipsorum cos φ, sin φ fluunt huiusmodi:
COS<Z> =Ύ a — a' cos^ — a
^ - *//
 C()S 77 - yl
^ — ^  - - —
 /
/ /a — cc'cos^ — -«"
Quibus In expressionibus inter coefficientes &> β etc. certae quaedam aeqiia-
tiones conditionales locum habere debent, cum identice fieri debeat:
(<x — Λ' cos n — " sin fj)e = ( — ' cos ?7 — β" sin fj)2+ (y — ·/ cosij — y" sin v\f.
Quod etiam inde patet, quod omnes a tribus my n9 p pendent· Vice versa
facile probatur, quod infra videbimus, quoties per relatioues^ quae inter
«5 β etc. locum habent^ identice sit:
( — a'cosn— a^sin^ssC — 'cosjj— ^sin^'+Cy— y'cosij—
ideoque simul ponere liceat:
t _ ^9 — ff cos ia -— ff" sia i?
COS φ cc — a1 cos ?? -r- a" sin 72 *
. -. __ y — yx cos η — y/y sin 17
Sin (p
inde etiam reiationem illam linearem inter tangentes semiarcimm demanare :
/* m 4- TZ tangi?;
- - - - - -
Cui insuper videbimus formam conciliari posse ad calculum idoneam:
tangi(φ/— ^ )tang|(ii— ny) == μ,
nbi φ', if', ^' coBstantes.
4.'
Patet e :^ antecedentibus^ substitutionem illam
etiam per bmas aequationes inter se iimctas repftesentari posse;
a — #' cos^
* /W y — y^cos n — ^  sin ^
a — a' cos ^  '-r- a" 310 ^
in quibus inter co^fficientes eertae relationes locum habent* Qtiae forma
substitutionis non sine elegantia ad transformationem propositam adhibe-
tur, quamvis in locum trium qtiautitatuni m, n, p novem % β etc. in cal-
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eiilum introducantur, aut certe octo, cum unitis ex eantm monero valorem
pro arbitrio assumere liceat. Id quod licet in casu paullo restrictiore, ad
quem tarnen generalior facile revocatur, a Cl. Gaus s factum est in com-
mentatione Determinatio attractionis etc. \
Analysin transformationis propositae dictum in modiun institutam
observari olim (Diar. Crell. Vol. Π. pag. 228.), prorsus convenire unm
problemate algebraico, per substitutiones
x = ^ a V a ' V ,
y =
quae identice effieiant,
α?Λ? + yy ~{*zz ==
siinul expressionem
ax* + bvy + cx*
in hanc simpliciorem transformare;
GGss+G'G's's' + G" 'W;
quod scimus problema investigationem axium principalium ellipsoidarum
concernere.
Suppouamus enim in problemate illo algebraico
xx + yy -\-zz- $s 4" <*'<*' + ^//*// = 0;
quibm Statut is^ siquidem / = /* — l, ponere Kcet: x
r s'
— = — /cos (p, — = *
^ ubi ut ad expressiones reales perveniamus, loco ', '', ^ y scri-
bamus ία', / t'^ — i , — /y, substitutiones propositae in has abeuut;
A _ /? — 1 cos ^  — " sin ?y
COS φ
 α — α' cosi? — «x/ sin ^  5
. 7 — yx cos w — y" sin «
sin Φ s=s -  S - "t< — " — Jτ « — a' cosi? — a^
Porro aequationem:
(«« + «' ί'+α^ s")* 5
ubi rursus loco A, c, rf, ^, / scribamuii JA, ic, ~rf, — e, — /, in haue
abire videmus:
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linde cum facile probetur, esse
ff, — a1 ςοβ η —- α" sin ηJ
»equitur transformatio illa:
Γ
J V^(a -j- 6 cos φ -|- c sin<p -J-d cos φ *«?{-<? cqsqp s
__/· __ a/ ___ __ i ___ r Sn
~~J-\T(GG—G'G'cosy'— G"G"*iaij*)~*"GG— G'G'/TTZ G"G"—G'G'.
^fV1— G ^B/grV
ubi integrale reductiim forrnam assignatam habet. Hinc videmus, utruis-
que problematis solutiones alteram ex altera obtineri^ ubi loco
α', Λ/λ, β, y, o, c, d, e, f
scribatur respectivei
ia!, i*", —i , —i% ib, ic, —d,--e, —f,
posito i = ^  — l*
*·
Do nalura substitutionis
cos® = kd* «**-?''***
α — a'cos^ — »"sin??'
- s* 7 — y'cosT? — y" sin 77
sm φ s= / / - ^ * — ·
et reductione integralis, cui inservitj fusiu$ egi, oum per eaudem substir
tutioneni, I binis simul variabilibus applicatam^ etiam reductio proposita
ilj^eyKalis duplieis succedat. Videbimus enim sequentibus? proposittim in-
t^^ile dwplex
Γ
J * cos ff -}-C'sin φ-{-( '^-[-j&'cos φ -j .^C'sin y) co8i//-|~(^i//-f"J3/'rcos ςρ-J-C''sin φ) sin
per substltutiones
. a' — 67 cos i?" — cx sin i9""
COS ψ =,f — 'COSI; —
sin 7 — γ
1
 cos τ? — γ" sin 7;
-^ --
α —, ST— 6 cosar — c
»in ψ ±=u — a' cos 17 — a" sin 17
simul adhibitas translbrman po&se in formam siinpliciorcm
/J &—^/ccos η cos i?* — .Cr^si
Qum adeo videbimus, ipsam haiic integralis duplicip xtPansformationeai ad
eiusmodi binorum integralium simplicium re^ti<?tioiie«i, qualem supra exhi*-
buimus^ revocaru .
Et baec de t r ans form an do duplici integrali qnaestio, υΐί transforma-
tio illa integralk simplicis, ctim problemate algebraico eonveiwt, ita tit ex
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alterius solutione alterius solutionem levissimis mutationibus factis petere
liceat· Quod problema algebraicum hoc est, per subst i tut iones
wz=at-\-bu~4-cv
y=: ^ + 'j'+ 'V V u + c'v
3 = ys -j- y r s -|- y" $"
quae identice eff ic iant
XX -L. yy «4- z Z *ΞΞΞ $$ -4-^ 6*
ι ι i
simul transformare expressionem
(^^ + By+C^)^ + (^/^ + B/j+C/^)^/+(^//^
in Iianc simpliciorem:
Cuius problematis solutionem suscipiamus vel antequam ad trans-
formationem integralis duplicis accedemus, atque monstremus , quomodo
illa absoluta, confestim etiam Iianc obtines: cum ut exemplo luculento
trausitum illum memorabilem ab altero ad alterum problema demonstre-
mus, turn quia problema algebraicum elegentia quodammodo et symme-
tria calculi praevalet, et per se dignum est, in quod inquiratur.
6.
Expositis Tariis relationibus, quae in probiemate algebrateo inter
octodecim coefficientes substitutionum et tres quantitates G, G'9 G" loeum
habent^ invenientur primum harum quadrata GG, G1 G'y G" G" ut radi-
ces diversae aequationis cubicae:
<# ~ af (A A + BB+CC +ΑΆ'+Β'Β'+ C'C'+A"A"+B"B"+C"C")
4« (σΑ"—σ'Α'γ + (σ1 A—
—ΑΚ"Υ+ ( B?—At'Bf
Quibus erutis, quadrata coefficientium eubstkutionis nee non produeta
06^ Ct" ^flfr Ct ^ b C € β Q b
' " " ' b'c* c'ai e'V
per formulas rationales exhibentur* Utriusque autem substitutlonis coeffi-
eientes ope ipsarum , G'9 G44 alterae jpac alteras idque variis modislinea-
riter exprimuntur«
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Observabitur porro, expressiones
(A χ + B γ + C*)2 + (A'x + B'y + C'*)2
A w +A'i '+A
per easdem substitutiones, singulas singulis applicatas, traiisformari in has
«impliciore«:
GGt t + G1 G' u u + G" G" v v.
In utraque expressione reducta memoratu dignum est, coefficientes GG,
G' G'., G" G" easdem esse, quod etiam inde patet, cjuod aeqiiatio cubica,
cuius illae radices sunt, immutata maneat, ubi cojistantium
A B C
A1 B' σ
A" B" CJI
series horizontales et vertieales inter se permutantur. Quod theorema geo-
metricum suppeditat, ellipsoidas, quae ad coordinatas orthogonales relatae
de uiantur per aequationes
(Ax + B y + C'z)2 + (A'x 4. B'y + C'zf + (A" χ + B^y + C"zf = ^ST T,
(^zi;+uiV+^//w/02+ (Bw+B'w'-\-B"wlJ+ (Cw-\-C'w'+C"w'y=z KK,
easdem esse nee situ in spatio diversas, quippe utriusque inveniantur semi-
K K K
axes princi^ales -g-, ^, g^. Qua obeervatione problema propositum alge-
braicum revocatur ad indagationem axium principalium ellipsoidamm, quae
aequationibus assignatis continentiir.
Per easdem substitutiones invenittir, etiam expreseionem
[(B'C"— B"C'}x + (C'A"~ C"A')y + (A'B"— A"B')z] w
ψ [<p»c — B <7'> + (C"A — CA"}y 4. (A"B —AB")z\ H/
•4. [(B (7' — J3'i7)a? 4- (CA' — C'^)y 4- (^B' — A'B) z\V>"
abire in hanc simpliciorem
G' G" β 1 4 G"Gs'u 4 G&s"v;
nee non ellipsoidas, quae ad coordinatas orthogonales relatae definiantur
per aequationes;
-^B C")x-\-(C"A—CA"}y+(A»B*-AB"}z]*
-~Α'Β\ζγ = JTJT,
—AB" w -- AB'—A'B)w"lf s* ATJST
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per easdem substitutlones ad axes eamm principales revocari, quae cum
pro utraque inveiiiantur
K K K
G'G"> G" G9 G G"
et haec ellipsoidae eaedem erunt nee nisi situ diversae.
7.
Absolute problemate algebraieo, ut inde transformationem integra-
lis duplicis propositam eruamus, ponamus rursus
Λ
 ι " J J "T" **·* """"" i* " " \ """" ^
nec non , , , „ „
ww+ zv'w' + w"wu =e ii + z/w-f-t ;z; = 0,
atque9 ut supra, statuamus;
— = — icosip
07
z
 · · /κ
— = — ι sin (p
cc
— = ί cos 37
o
sn ηj
_
1^
— — ι sm >?
Unde, ubi rursus loco
«', «^ ft y
— = icos-9t
V · · fY
— = ι sin θt
, i«", -i , — *'y
i«
α — α' cos 1? — α" sin 77
Porro aequatio
cos ^  — c' sin
e substitutionibus §. 7. adhibitis prodeunt:
COS^ =
 α _6 cos ^  __ c rin^.
sin """ α — 6 cos * — c sin * *
'y+C"*)w"
B', C', A
ubi rursus loco
^/, JS, (7,
scribatur: ^ .^  .^
in hanc abit:
^+B cos φ + Csin φ+^'+Β' cos φ +C^
_ G— G/ cos?; cos* — G^si
(a — a' cos η — a" sin f?) (a — b cos* — c sin**
Grelle'· Journal d. M. Bd. VUI. Hit 3. 34
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Unde, cum sit:
a — a
1
 cos η — «" sin η
a — b cos # — c sin Ό9 9
prodit transformatio quaesita integralis duplicis propositi:
8φ9φ
cos y-t-Csi <jp) + (-^ '-{-• 'cos φ+Ο7 sin φ) cos ^ -{-(^"-f-jB^cos y+C^siil φ) sin ψ
s- Γ θι?θι» _
«/ G — G' cos ^  cos # —G" sin 12 sin #*
8.
Quemadmodum problema algebraicum ad aliud revocare licet, quod
investigationem axium principalium ellipsoidarum concermt, ita etiara trans-
formatio duplicis integralis, quae illi respondet, eo revocari potest, ut in-
tegralia simplicia
/ ___ _ θφ_ ___
 ; __ _
J Y*[(A-\-B cos φ + Csin φ)2— (A'-{-B' cos φ -f-C' sin φ)α—
/
c/ T
__ _ ___
[/ cost/i+^i^sint/;)2— ( + 7 cos ψ -f- " sin ψ)2— (C4-C' cos t/>+C"sin
per Substitutionen assignatas transformentur in haec:
r _ ' . a^
JV(GG— G'G' cos??* — βχ/ G
£
JY-
_
Y-(GG— G'G' cos ^ —G^G'7 sin t?·2)5
quae videmus nonnisi argumento differre, quemadmodura in illo proble-
mate ellipsoidae propositae nonnisi situ differebant.
Hinc soltitionem problematis propositi semper realem fore sequitur,
ubi expressio
pro nullo angidorum φ, ψ valore reali evanescat, qui Casus prae ceteris
applicationem invenit. Posito enim
" '
cos φ + C7 sin φ
_ -
expressio illa ita repraesentari potest:
^+Ββθ8φ+^ιηφ+ιΤ((^/+^/οο8φ+Ον8ίηφ)2)+(^//^|
sive etiam
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quae ne pro ullo valore reali Ipsorum φ, ψ evanescant, expressiones
~?cos$-f-Csin<p)2—(-^/+JB/cos<p+C/sin(p)2—(^//+B//cos$+^//sin<P)%
semper positive valore gaudeant, necesse est. Quo casu substitutiones
assignatas reales fore probavimus.
Per easdem substitutiones, quibus aequatio
ν$) βίηψ = 0
in hanc abit:
G — GycosflCOS'& — i?//sin>jsui<& = 0,
videmus, etiam aequationem differentialem
cos φ-f- O' sin φ)--}- (^ "-j-JS" cos φ-J-C''sin φ)2-— (<d.-\- cos φ-J-Csin φ)2] *
in hanc transformari :
' , __ 5* __ __
— GG) ^  VtG'G' cos*2 + G"G" sin *» —GG)
Facile autem probatur, aequationes illas finitas aequationum diffe-
rentialium integralia completa esse. TJnde theorematum inventomm verifi-
catio obtinetur.
Nee non observabitur, posito
P = BlC"~B"Cl—(C'A"—C"A')cm<!>—( 'B"—^"B')fsmq)
— cos^[B"C —B C" —(V'A—CA"} cos<p—(A"B —AB"} sin?)]
— sin ψ [BC' —B'C —(CA1 —VA) cos<p— (AB' —A'B) sin<pj,
2 = [B'C"— B"C' — (C'A"— C"A') cos φ — (A'^'—A^B^ sin φ]2
_ \ "C — BC" —(C"A —CA")cosq) — (A'fB—AB") sinip]2
— [BC1 —B'C —(CA' —σΑ)κοζφ—(ΑΒ' —A' B) sin<p]2,
T = [B'C"—B"C' —(B"C—BC"}vos^— (BC' — B'C} βίηψ]2
— [C'A"— C"A' — (C" A — CA"} 6οβψ — ( CA' — C'A ) ein ψ]2
— [A'B"—A"B' — (A"B—AB"} οοβψ — (AB'— A' B} βίηψ]2,.
per easdem substitutiones nostras obtineri:
5η d&
/
οφ__οψ _ Γ __
ϊ» J G' G" — G" Gcosf? cosi?· — GG' sin?? si
fd φ _ Γ __ θη _
J "^F ~ J yt(G'2 G"1-* G'^G·1 cosi2a — Ga G'1 sin ??*)»
8 ψ Γ ' d_&
34^
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Ouae antecedentibus iunctae sex trausformationes memorabiles suppeditatit,
ad quas per easdem substitutkmes pervenimus.
9.
Problema de duplici integral! transformando propositum etiam abs-
que functionibus trigonometricis exbiberi potuisset. Facile euim intelligi-
tur?*eius in locuin substitui posse sequens
F r o b l e m a.
„Integrale duplex indef initum
per subs t i tu t iones formae
^^ m + τι f
. *-
t ransformare in hoc
ciiius denominator terniiiiis dimensionuin imparum caret.'
Praeplacuit tarnen forma trigonometrica, quae in aliis quibusdam
(juaestionibus^ de quibus in posterum agam> obvenit. Quamquam forma
itla algebraica eo quoque nomine se commendat, quod solutione seniper
reali gaudet.
Jam ad solutionem quaestionum propositariim accedamus, et pri-
inum de problemate algebraico agam, e cuiiis deinde solutione propositain
petamus duplicis integralis transformationem.
Problema L
„Proponitur, per subst i tut iones lineares:
dp s= «<? -f- a'«?'-f- v!4 s" w = a t -f-- b u -|- c v
y s= βό -^,β'^'φ ''^ ^ ss n*t + '# -f-c'i;
quae identice efficiant;
-w'w'^w1^11 s» ^ ^  -|- u U -f ^1«;,
transformare expressionem
.+ (A'x + Bxy + C' z) w*
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in h a u e simpliciorem
Gst + GV« + &'s"v»
S o l u t i o.j
10.
E theoria transformationis systematis axitim coordioatarum ortho-
gonalium in aliud ejusmodi systema notae sunt relationes, quae inter coef-
ficientes substitutionum
z = y,?-|- y's1 -{- y"$
locum habere debent, ut identice sit:
2) ## + yy + z z — ^-j-sV-j-«?''
ινιν-^ιν'ιυ'-^-ιυ'Ίν" = tt-\-uu
sive
3) ^ 4-tSl/^/+y/ty//===fa6i+aVH-a//t9/A2-L^c-L/3t/c/-L- c//
tt-\- uu -\- v v = (c^ -j- b u -j- c v]
id quod aequationes conditionales poscit:
4) « « 4 -
c'v
cc4-c'e' + c"c"= l
0 c + o'c'-f o"c"= 0
_^ /Λ .. ... l _/
 A/ l ^// ^.// ΛΞΞ3 u c -τ" c a -4— c? *g? u
αα' + x + yy' =5 Ο Ι οό + α /Α /4-α"Α"= 0,
Quarum relationum ope facile probantur aequationes:
5) s c= ctjr + y + γ z t := aw
v ·==· cw -\- c'w' + c"w"t
quippe quae substitutis valpribus ipsarum JF, y, s et w, u/', iv" e 1) pe-
titis, prppter 4) ideoticae fiunt. Hiac cum e 2) fiat identice:
6) ^
sequuntur etiam:
,7) a« + «V -{- a"«" =
o'o'+o'i'
yy ·+·<;"<?"= l
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a" a + b"b + c"c = 0
«' + b b' + c c' = 0.
Expressiones ipsarum s, s', s" per a?, y, s atque ipsarum i, «, f per wy
w't w", quas formulae 5) suppeditant, etiam e 1) per methodum vulgä-
rem resolutionis aequatiomim linearium petere licet. Expressionibus, quae
inde sequuntur, cum illis comparatis, posito:
8) = «(ß'y"— ß"70 + frV—y'V) -f- 7 («'ß"- «"ß')
<? = cCÄ'c"— y'c') -j-
obtinemus :
9) eu = ß'V7— ß'V
g =: y'«"— «y"*'
ey = «.'ß"-.x"ß'
/
 — i'c),
iß' = 7"«— -ya"
8y' = «y'ß — «ß"
e « " = ß y ' — ß'y
£,3"= 7«' — y'«
E7"=«ß '— Ct'ß
ea = b'c"—b"c'
ea' — b"c—bc"
ea"— bc' —b'c
eb = c'a"—c"a'
eb' — c"a—ca"
eb"'= co' —c'«
-c = a'b"—a"b'
ec' — ct"b —ab"
cc"= ab' —a'b
Ipsas e, e invenimus e formulis identicis:
quae e 9) in has abeunt
fg(ß'7"_ß"7') =.£*« = e*
ee(l'c"—l)"c') = e3a = e«,
sive ££ = ^^ = 1, unde cum signum ipsarum e, e pro arbitrio assumere
liceat, statuemus: 10) £ ^  l · e --l
Ouae abunde nota, ne quid desit, hie apposuimus. Ante omnia autein
teneudum est, quo in sequentibtis saepe utemur,
t h e o r e m a ,
„na tu ram coef f ic ien t ium s t ibs t i tu t ionnm p r o p o s i t a r u m eam
ess'e, ut datis aequat ionibus l inear ibus :
X ==
J =
Z —
G + «' G·' + «" = c
= «' T
— a
' 27 + c1 V
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19, C. G. 7, Jacob i, de transformatione intcgralte duplicis etc. 267
inde sequatur:
G =
G' =
G" = *".
et vice versa; simulque sit:
+
£7 =
V =
+
11.
E substitutionibus 1) cum prodire debeat, quod est probleraa pro-
positum :
11) (Ax + By + Cz}w + (A'x + B'y + C'z)wl + (
= Gst+ G' s' u + G" s" u,
locum habere debent aequationes conditionales :
12) A =
B =
(7 = Gya'+GYo
7
 VB' = G ßa' + G'ß'Ä' +
C'= Gya'+G'y'o'+G'^'V
Quae novem aequationes, junctae duodecim 4) unara et viginti efficiunt
aequationes conditionales, quibus octodecim coefficientes substitutionum pro-
positarum et tres quantitates G, G't G" satisfacere debent. Quod problema
est determinatura. Jam unius et viginti incognitarum aggrediamur determi-
nationem, atque varias, quae inter eas locum habent, relationes exponamus.
12.
Per theorema §. 10. e formulis 12) prodeunt sequentes:
13) Ga =±: *A +ßB
Gaj == A1 + B' + 7 c/
G'b — a'A +ß'B +y'(7
G'^= «'^'H-ß'B' +y'C'
G'b'.1— ct'A"+ ß'B"+y'C"
"G» = aA + a'A' + a"A
Gß = aB +a'B' + a"B"
Gy = aC +a'C' +a"C"
G V = bA -\.b'A' + b"A"
G'ß' 6= b B + b'B' + VW
GY = bC +b'C' +o//C"y
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G"c — ct"A + ß"B +y"C l G'V= cA + c'A' -f- c" A"
G"c'y= ct'B'-\-ß"B'±y"C" G"ß"= cB -\-c'B' + c"B"
G"c"=ct"B"+ß"B"+f'C" G"y" — cC -f c'C" + c"C".
<()uibus formulis utriusque substitutionis coefßcientes ope quantitatum G,
G', G" alterae per alteras lineariter exprimuntur.
Alteram ejtismodi determinationem ex ipsis 13) per resolutionem
ae(niationum linearium petere licet; e. g. e formulis, quibus a, a', a" per
a, 0, 7 exprimuntur, vice versa etiam a, (3, per a, a', a" determinan-
tur. Qua ratione, posito brevitatis causa
14) = A(B'C"—B"C') + B (C'A"— C"A') + C (A'B" —A"B'\
obtines e 13) sequeus formularum systema:
15) ^f- — (B'C"—B"C') a + (B"C—BC") a' + (BC' — B'C) a"
·= (C'A" — C"A') a + (C"A — CA") a' + (CA' — C'A) a"
~j- = (A'B"— A"B') a + (A"B—AB") a' -{-(AB1—A'B) o"
~- = (B'C" — B"C')b -f (B"C—BC") Ä'+ (BC1 —B'C) b"
^- = (L"A" — C"A') b + (C"A — CA") b + (CA- — C'A) b"
A£ es (A'B"—A"B')b -{· (A"B—AB")b'+ (AB' —A'B) b"
~. = (B'C"— B"C') c + (B"C—BC") c' + (BC1 — B'C) c"
"' = (C'A"— C"A') c + (C"A—CA") c> + (CA1 — C'A} c"
£= (A'B"—A"B')c + (A"B—AB")c' + (AB' —A'B)c" ,
i=s a(B'C"—B"C')
- = ct.(B"C — BC") + ß(C"A —CA") + y (A"B —AB")
~-= a(BC' —B'C) +ß(CA' —C'A) +y(AB' —A'B)
^- = ' ' '— '
 1) + ß'(C'A"—C"A')+«t'(A'B"— A"B')
AI' = a'(B"C —B C") + ß'(C"A — CA") + '( " .— B' V)
ct'(BC' —B'C) +ß'(CA'—C'4) +f(AB' —A'B)
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19. C. G. J. Jacob i, de iransformatione integrali* duplicii ete* $69
g// — w v^ ~
^1 = "(B C1 — B1 C) -f " (CA1 — Cf A} + y^(AB' — AB).
E quibus formulis rorsqs per theorema §i 10. derivantur sequentes:
JB/C//-.. WC1 aa . a'l . v" c
Δ ~ G ·" G' ^ G"
C^^—C7^7 _ , ,
Δ G ' G' ·" G"
Δ "~" G Gx
_ ad_ , a^7 .
·" ' ' "
7 7
"
_
Δ G  G' G
„ , .Δ G ' g/ τ
 G//
A" K r- AR" _ γ<£ , y'V . γ" c'
Δ "~ G T"
 G/ "T "G^
BC'—B'C αα'' , «'^ , q"c"
2 " — G " " G 7 *
GA'—C'A _ a'' fV' «c"
Δ" ~ ^  T" ^G7" "*" "G77"
ΑΈ'—Α'Β γα^ , y7^ . yV[
Δ ==Χ G "Ϊ" G' "·" Gx/ *
Valores ipsarum B'C"~B"Cf, C'A"—C"A' etc. etiam directe β 12) de-
rivare licet. Fit exeinpli gratia e formulis 12):
B1 = G a' + G' 'A' + G^ ^c'
Cv = Gya'H- G /7 /o /+ G'yV
B^ = G a"+ &&b"+ 6" "c"
C" — Gya"+ G// //+ G"y"c",
prima et postrema, secunda et tertia in se ductis et subductione facta:
B'C'<—B"C' = G'G'^ Y'— 'Y)^^"— //c/)
+ G" G ( "y — γ") (c'a"— c^O
+ G G' ( 7 /~ /y)(a / //— ^O, -
sive e 9);
B'C"~B"C'= G' G" a a + G"G'*'b 4- GG^'c;
qua oomparata cum formula 16):
τ?/Γ// Λ//Γ/ _ AiLfi 4 Δα'^ . Δα'Ό/> G _/* O  _^_ -|
 &_. ^ . -g/T-,
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10. C. G. f. Jacobi, de trantformatione integraHs duplicis etc.
prodit:
17) Δ=
Tarn accedaiaus ad alia formularum systemata.
13.
Ponatur Lrevitatis causa:
18) / = ΑΑ + ΑΆ'+Α'Ά" \ p =
m = BB+B'B' + B"B"
n = CC + C'C' -{-WC"
l' — BC + B'C' + B"C"
m'= CA + C'A1 + C"A"
n' — AB + A'B4 + A"K"
unde etiam erit:
19) mn—l'V = (B'V'—B"CJ+(B"C
n l _
 m'm'= (C'A"—C"AJ + (C"A
Im — n'n'=z (A'B"—A"BJ + (A"B
AA +BB -f CC
A'A'+B'B'+VV
" C"C"
••A"A -\-B"B + C"C
-.A A' A-BB' 4- CC'}i ' *
-BC"Y-}-(BC'—B'CY
-CA"f-\· (CA'—C'AY
-AB")*+ (ΑΒ'—Α'Βγ
pp> —(,"(,·'— (BC1 —Β'ν
porro:
20)' m'ri—lV=z
(C'A"— C"A')(A'B"—A"B') +
(C"A — CA"}(A"B —AB") 4-
(CA1 —C'A} (AE' — A'E)
n'l'—mm* =
(A' B"— A"B'} (B'C" — B"C') +
(A" B —AB")(B"C — BC"} -j-
(A E1 — A'E}(E C' — E1 C)
(B'C"—B"C')(C' AH
(B"C—BC"} (C"A — C A1'} -f
(EC1 —E'C} (CA*
(B"C — B C") ( B C' — B1 C) -f
(C"A — CA") ( CA'— C'A ) -f
(A"B — AB") (AB1— A' B)
y"9-P'9' =
(BC' —B'C) (B'C"—B"C')+
(CA1 —C'A) (C'A"—C"A')+
(AB1 —A'B) (A'B"—A"Bt)
(B'C"—B"C') (B"C —B C") +
(C'A"—C"A')(C"A —CAir)-\.
nee non:
21) ΔΔ = — ll'l'—mm'm'— nn'n' +21'm'n'
'-P99-P'9'9'-P"9"9"-
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19. C. G* /. Jacob i, de transformations integratis ditphcis eft*
Quae ommia rursus per ipsas G9 G1, G11 et coefficientes substitutionum
exprimamus, quod ex antecedentibus sine negotio fit·
Ac primum e formulis 12) per theorema §i. 10. prodit:
22) /= •' ' V+e"*?"*"*'
m=zeG +G'GW+G"G" " "
Λ=G (?yy+G1 G'y''
ac simili modo e 15):
m n —· V V
p ^ 'G' bb + G"G"cc
r=£ Ga'a' -f G' ' ' +G"G"c'c'
p"=GGa"a"+G'G'b'/b"+G"G"c"c"9
23) a a , a'afΔΔ
nf— m/ _ . ' ' . " "
Δ Δ — G G "·" G'G' ' G" G"
Im—n'n' rr Λ rY * t" r"
~ G'G' ' G" G"
p'p"-qq
ΔΔ
aa
~G7i
t; G
/ΊΤ///4/»
ΔΔ
ΔΔ GG
Forro e 12) faCile derivantur sequentes:
24) /'=<
ΔΔ
' a'af . b'b' .
' ~" G G "*" G'G' "*"
^^ a,** a
1
* ι o1 * W |^ u"c"
' — "7?7? · r?/r5/ » //i?/' ·
ac simili modo e 15):
~'-
/
 '
l7
 y ι ^/_ ι /i_j_
— GG "f" G'G' * G"G'7
"ΔΔ""=: GG "^ G'G' » G^G77
' + G'G'bb1 +G"G"cc',
ΔΔ
g/ g//_ p g ^ QX/ , S/fe"
 C
7
 CX/
ΔΔ ~ "GG" *" G'G' »" G^G"
^"g—pY_ <*"« , *"& , c'^
Δ Δ
u" α . 6  5 , "c
— na "** r?/r7' » G"G''
ΔΔ
GG ' G'G
β g' ι & ^  ι CM
"~~ f7 ' r?' ' » r^//Δ Δ GG ' G'G' ' G"G'
Sequitur porro e 22):
26) GG + G'G'+G"G"
= PP + P'P'+P"P">
eodemqtie modo e 23), cum »it Δ β GG4GU;
27) G/G/G//G//+G//G//GG+GGG/G/^mn + nl^lm—l/l/~m/m/^n/n/
nn
'
Adnotemus adhuc, e formulis 22), 24) recte dispositis per theorema
§i 10. erui sequentes :
28) G G» = l Λ +/z'0-f m'y
GG ss n'Λ +m, +l'y
GGy ss m'et+ /' -f-ny
G'GV== /α'+ΐϊ'β'4·Λΐγ
G'G' '= n'H' + m&'+l'y1
GGa == p a +?"α/
' = /Ό -f- / e'
&G'b ^2 pb + y"b' + <?'b"
G'&b* = ^"o-HXo'+fi"
G'O'o^ss f1 o + 7 i7 +//i//
35*
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272 19« C. G. J. Jacolif de transformationc integralis duplicis etc.
's= l a" -f ji'
G"G"y"=
G"G"e = /> c + f"c'+ ?'c"
G"G'V = y"c + X c' + ? V
G"G'V= f'c + yc' +p"c".
Quorum exempli gratia prima, quarta, septima alterius systematis per
dictum theorema ex bis fluunt, quas e formulis 22), 24) eligimus:
/ = « . GG» + a'.G'GV + a''. G" G"»"
n' ss β . GG« + '· <?'GV+ x/. G" G"*"
similique modo reliquae 28) eruuntur.
E 28) rnrsus per idem theorema fit:
29) / / + n1 n1 -f m'm' = G* et « + G'4 a' a7 -f- G"* «" a
mw+ /' /7 + n' n' es G* β β + G'^  '^- G"4 β" β
n « + w'm'-f /' /' = G4 77 + G'4y'y' + G"*y"y
Quibus aliae variae addi possunt. Similia formularum systemata e formu-
lis 23), 25) derivare licet. Quae tarnen, ex antecedentibus etiam fluunt
ope theorematis generalis sequentis. Comparatis enim inter se formulis
12) et 16)., quarum alterutris, advocatis insuper 4), coef cientes substitu-
tionum et ipsas G, G't G" determmare licet, sponte prodit
t h e o r e m a ,
„e qualibet formularum propositarum derivari posse alte-
ram, si in locum quant i ta tum
J, B, C,
A', B', C',
A", B", C",
G, G', G"
subs t i tuantur respective sequentes:
B'C"— B"C' C'A"—C"A' A'E"—A"W
Δ » Δ ' Δ
B"C—BC" C"A — CA" A" B—AB"
~^~S » Δ ' Δ
BC'—B'C CA'—C'A AB'—A1 B
Δ » Δ * Δ
_1 * J_.
G » G7» G"'
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19. C. G. /. Jacob i, de trimsformatione iniegralis duplt s etc. * 273
unde e. g. etiam pro Δ ponendum ^. Quod patet reeipro-
cum esse, id est, ubi illa in haec abeant^ eimul etiam haeo
in illa mutari."
E quo theoremate memorabili formulae inventae alteram statim ei
respondentem adiungere iicet. Quemadmodum formulae 22) et 23) , 24)
et 25) per theorema illud alterae ex alteris derivantur. Cui tarnen nego-
tio singulis casibus supersedemus.
Per substitutioues propositas e formulis 12) fit:
\Ax + Βγ + Cz] w + \A'x + B'y + C'z~\ w1 + [A" χ + E" γ + C"z\w"
per easdem substitutiofces e formulis 16) sive ex aequatione illa per die*
turn theorema altera sequitur aequatio ei respondens:
[(B"C —BC") χ + (IV'A —CA"} y + (A" B —A B11} z] w'
[(B σ — B1 (Γ) x + (CA' —C'A} y + (AB'—A'B) z}w"
=
 Δ
 =
 G/G
"<" G
Ita per easdem substitutioues binas simul effici videmus traiisformationes.
14.
Fostquam antecedentibus relatlones praecipuas et elegantiores, quae
inter quautitates quaesitas et datas locum habent, collegimus, iam sine nc-
gotio idque variis modis ex iis ipsi incognitarum valores fluunt.
Formulis 26), 27), 17) quantitatum G G, G* G', G"G" sumniam,
summam productorum e binis, ipsarumque productum exhibuimiis, uude
aequationem cubioam assignare possumus, cuius quantitates illae radices sint?
eaeque radices diversae. Quae per formulas allegatas, advocata 21), fit:
31)
 x*_ χ* [/ + m + /2] + a?[m/2 + 72/ + Im — l' l'— m* m'— n1 n1 \
— \lmn—lin'~mm'm'---nn'n' + €ll'm'n'\ — 0,
sive etiam :
32) ^-rf[/^^+/n + *[/^' +
~[ρρ'ρ''~Ρ79-Ρ'9Ύ~Ρ"9'Ί" + 299^'Ί = 0;
quas aequationes etiam hunc in modum repraesentare Iicet:
33) (o?—/) (ar—m) (JT— Λ)— /'/'(χ·— /) — τη'τη'(χ-- πι)— η' η* (χ— η)
— 21'm'n' = 0
34) (*-/i)(*-X)(4i-.X')-ff(*-/')-f/y'(*-p')-y/V/(*-^")
— 2 * " =s 0 .
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274 19· V. /. tr. Jacobi) de transformation* intcgralti duplicis cte,
l^uae β formulis 18), 19), 21) in haue ahcunt:
35) a?3—x*[J4+BB + CC-}-4'4'+ B'JB'+ C'C*
Ό — Β C")3 4- (c"^ — C Α"Ύ + (Α"Ε —Α Β")β Λ
y _B'C)2 -\-(CA* — £'Λ)* + (ΑΒ' — Α* BJ
'C"—*B"C'}*\-E(C'A"—WA^+C^'B" Α" Β*}}* = 0.
Α cuius aequationis cubicae resolutione totum maxime problema pendet;
quippe cuius inventis radicibus G G, G'G', G"G"9 quadrata coefficientium
»ubatitutiontiia propositarum rationaliter exprimuntur, onde ut ipsi eanim
eruantur valores, tantum radicis quadraticae extractione opus est
Eiigamus e· g., ut valorem ipsius α α eruamus, e fbrmulis 7), 22)
23) sequentes;
1 / / t // // <tCttGL ~p Λ "γ· Ct d es; l
G G » + G'G'a V + G"G"*"*f* = /
«e . aW j q^a^
 mn—iiy
G G * G'G7 "·" G^G'' ΔΔ s
quarum postrema etiam huuc in modum repraesentari polest:
Cui addatur prima ducta in — GG(G'G'+ &"&*)> secunda ducta in G G; prodit :
[&4_G2(G/G/+G// //^G/G/ //^//Jaa_G2/_O2^O
uude ciim sit
GG -f- G'G'+G"G" s / + m -f /z,
oktines :
(GG — G'GO
Ια locum aequatiouis tertiae etiam haec substitui potest, e 29) petita;
qua iuticta primae ductao in G1 G1 G" Gn et eecundae ductae in
— ( ' '— "G")f obtines
81TO
— (t —
— G'6') (GG~G"G")
Utrique autem ipsius CC valores inventi e 26), 27) facile iuter »e 000-
yonumt.
Ha0 ratione, cognitis ipsis GG, G'G', GnGn> quadrata ooeffide»-
tiuox quaesitarum nanciscimur per formula« eequentes:
Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated
Download Date | 5/27/15 4:39 AM
37) α α =
19. C. J. G. Jacob i, dt tfansformatione integralis dt/plicis etc.
(GG —m) (G G-n)—V ΐ
(G G —G1 G') (G G -*- G" G")
,
 / (G'G'— m) (G'G'— τ?) — V l1Λ
 ~ (G'G'—G"G")(G'G'—GG)
" //— (G"G"-?ift) (G"G"—n) — Z'Z'
(G"G"— GG)(G"G"— G'G')
_ (GG — n)(GG — Z ) — m'm'
— (GG —G'G')(GG —G"G")
V A' — (G'G'—7i)(G'G'-~Z) —m'm'
* P — (G'G'—G"C 'G'— G G)
(G"G"—n) (G"G"— Z) —mW
(G" G"— GG) (G"G"—G'G')
_
ι l G'GJ— "G"( ' G ) (G'G'— G G)
275
a*
 = (GG-p')(GG-pO-g < ?
(G G— G'G')(G G - G"G")
^ (G'G'—G"G")(G'G'--GG)
?"G"— GG) (G"G"— G'G')
, / _ (GG—p") (G G—p)-g'g*
~~ (G G — G'G')(G G— G^G')
c c
.,./ _ (β"&'-ρ'')(β»β''—ρ)—Μ
(G/'G"—GGXG"G"—G'GO
// // (G G — p) (GG—p') — HZ^ff''
C
 "~ (G G — G'G'/(GG— G"G")
4^/7= (g^^pXG^-yQ-gV
(G'G'— G"G")(G'G'— G G)
' ' (G"G"— GG)(G"G"— G'G') (G"G"— GG)(G"G//— G'G';
Uti quantitatem α α sub alia forma 36) exhibuimus, ita etiam reliquis for-
mam similem assiguare licet, cui, cum in promtu sit? supersedemus*
Ilis iiiventis, ipsas coefficieates quaesitas per extractionein radicis qua-
draticae eruimus; signa autenf radicum non omnia pro arbitrio assumere
licet. Videbimus enim? non modo αα, sed etiam producta a , «y, ope
ipsarura G G, G'G7, G·"G") rationaliter exprimi posse, unde patet, signo
imius e quantitatibus a, , y pro arbitrio asstmito^ reJiquarum eigua de-
terminata esse·
Producta illa «β, »γ, y eorumque similia ex aiitecedeiititws fa-
eile invenimus. Exempli gratia, ut eruatur productum y, eligimus e 7),
24), 25) sequentes formulas:
G y + 0/0/ /y /+G / /G / / / /y / /= V
ILJL P'?' i- _
' <?' Gi ~ G^G'7 ~Δ"~~ *
quarum postremam, cum sit Δ = GG'G"y rursus ita exhibermis:
G'G'G"£" y + G"G"GG 'y'+ GG.G'G'&'y" = m'/z7—//^
Qua addita primae ductae in —GG(GiGt+GllGn) «t secundae duetae
in GG, prodit:
_. . __ ._ _ _ . _ . .. ^ .. — f\ l· »»./ »,/
—~ /) + m n\
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fire
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y(GG—i
— (GG — G'G'XGG — G''G")*
Hac ratione sequens nanciscimur formulartim systema:
— ^(GG — l)+m'n*38)
' (G G — G'G') (G G — · G" G")
(G' G1— G" G") (G' G'— G G)
— (G"G"—GG)(G"G"~G'G')
_ τη'(GG-
(G G — G' G') (G G—G" G")
γα''
7"«"=
(G'G'— G"G") (G'G'— G G)
m'(G "G"— m)-f-n'Z'
(G"G"— GG) (G"G"-~ G'GO
(GG —G'G')(GG—G"G")
(G'G'— G"G") (G' G'—G G)
(G G— G' G') (G G — G" G")
g(G'<y-p) +
 g'g"(G'G'— G"G") (G'G7— G G)
C'c": (G"G"T-GG) (G"G"— G'G')
α"α = (G G — G'G') (G G— G"G")
(G'G'—G"G") (G'G'— GG)
c"c
a a'
"G"— GG) (G"G"— G'G')
(GG— G'G') (GG— G"G")
bb< = (G'G'— G"G") (G'G'— G G)
cc'J"—GG) (G"G"— G'G') (G"G"—GG) (G"G"— G'G')
Ex bis forimills videmus, determinatis signis ipsarum a, «', ai1 et a9 b, c,
reliquarum etiam signa detenninata esse. Neque illa omnino pro arbitrio
assuniere licet, ubi9 ut supra fecimus 10), statuere placet f = l > ^=1;
quippe quo facto etiam e quantitatibus a, a', &tf nee non e quantitatibm
a, b, c unius signum per signa duarum reliquarum determinatur.
Adnotemus adhuc> quo rnethodorum, quibus uti licet, varietas de«
monstretur, omnia^ quae ad resolutionem problematis necessaria sint, etiam
e formulis 28) peti potuisse. Eligamus e« g. aequationes tres primas al-
terius systematis^ quas ita exbibemus:
0 = (/— GG)a-\- / + W/V
0= /2/ & + (/w~e(?) + l'j
e quibus^ eliminatis a, , 7 per regulas notas, primum obtinemus:
(l—GG)(m—GG)(n— GG)—/'/'·{/—GG) —m'm'im-^GG}—n'nf(n—GG)
-^ϊΐ'τη'η! «Ο,
quae aeqtiatio ciibica, e cuius resolutione G G prodit^ eadem est atque
illa supra inventa 33). Eadem inetbodo e reliquis formulis 28) iiiveniun-
tur G* G', G" G11 eiusdem aequationis eubieae radices esse.
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.Α9· . <?. /· Ja/c^iii de transformatione integralis duplicis el<?. 271
Porro ex aequatione secunda et tertia sequiintur proportiooes :
e tertia et prima:
(n-*-GGr)£l—
e prima et secunda :
y: α: β = yy: y a« y
(/ — GG) (m -*- GG) -*-n'n' infV—rt1 (m—GGy.m' rf-~ t1 (l —
ndeetiam: .*«:
 v :y7 **
(m-^GG}(n—W)^V^
Jam vero est
(m-GG}(n~G ) + (n,-GG)(l-G(fiW
aequale differentiali e^piressioiiiis :
(x—l}(v — m)(x~n) — l'(x~I)^m'(x
= (x—GG) (^P— G'. G') (p— G11 G"),
gecundum χ sumto, siquidem post diiFereatlationem 0;== GG pojiitur,
ideoque etiam aequ&le expressioui
(GG— G1 G1} (<?G— G-"G«l>
Unde cum sit
ΛΛ + ββ + γγ — 4,
eruimus^ ^ (GG—m)(GG—n)~i'i'
*$* '~ (GG—G'<G')(GG—G"G")*
quod cum 37) convenit; eademque ratione etiam reliquae formulae 37) ία-
veniuutur.
Itivento a«, /e proportionrbns ssignatis fit:
quod cum 38) convenit, cuius reliquae formulae eadem rnathodo inve-
uiri possunt.
1^ .
Postqnani antecedentibus completam pr blematis resolutionem de»
dimus, sequentia adiungamus^ quibus quaestio nostra haud pamm illustra-
tur, eaque a,deo ad problem^ notum et tritum de iadagafione axlum prii**
cipalium superficiei secundi ordinis revocatur.
E substitutionibus enim propositis per formulas 13) facile proban-
tnr aequationes sequentes:
lonrnal 4 M. Bd. VIII. Hft. 3. 36
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19. C. 6. 7. Jacobif de transfortnattone integralis duplicis etc.
"39) Ax + By +C's =3 Gas + G' b s' + G"cs
A1 χ + B'y -f C'z es Ga',y -f- G' ',?' + G"c's"
A"sc -f "y 4- C"« ss G c"i -f- G'O'V + G"e'V
„4 a; + Λ'ζί>'+./ί"Μ;"= Ga* -f β7«7« + G" Λ" ν
Bw +B'w'+B"w"= G t + G' '« -\-G" "v
Cw + Clw'+C"w"= Gyt +GY«
unJe etiam per theorema §.10:
40) (^ar + By-f Czf + (A' x + B' y+C' zf + (A
= GGss+G'G's's'·}- G" G"s"s",
(Aw+ A'w'+ A" w" f + (B w + '^ '-f B" '^ )2 -f- (Cw +
es GGtt+ G'G'uu + G
quas aequationes etiam ita repraeseutare licet:
41) ixx-\-Tnyy-\-nzz-\-til'yx-\
= GGi* + G' G' s' s' + G" G" s" s"
pww + p'w'w' + p"w"w" + It/w'w" + 2<f'w"u> + 1q"ww'
= GGtt+G'G'uu-l· G" G"vv.
Quo es vero substitutiones propositae praeter aequationes
-w'w' -\-w"w" ·=· tt-\-uu-
etiam aeqnationibus 40) sive 41) satisfacere debent, substitutiones illae,
sictiti quantitates G G, G' G', G" G" determmatae sunt. Quod cum idem
sit, ac si proponeretur, ellipsoidas, quae ad axes coordinatarum orthogo-
nales relatae per aequationes exprimuntur:
(Ax+ By + €ζγ + (A'x+B'y + C'z)2 + (A"x+ B"y + C" z? == KK
ad axes principales referre, problema ad indagationem axium principalium
binarum ellipsoidarum revocatum est, quae in utraque ellipsoida fiunt
3T K K
— , — , — , et quarum situ substitutiones adhibendae indicantur.
Quo melius natura et situs ellipsoidamm perspiciatur, adnotemus,
alterius tria puucta esse, quorum coordinatae respective sint, posito brevi-
tatis causa JT=1,
. . B' C" — E" C1 G A"— C"A' A' B" — A" W
pnmii - -^ - _, , , , >Δ - , - _ - _^
. ' ,. E"C'— SC" C"A—Cj#' A?' B —AB»
Momubi - — , — - ,- ~^~»
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19. C. <?f /. Jyoobi, de transforma one integralis duplicis eto JJ7J>
BG' — B'C GAf—G'A A B'-r-A'B
iisque terminari diametros tres inter se coniugatas, qu^s patet perpendicu*
lares esse tribus planis, quae aequationibus deftoiuntur:
alterius superficiei tria puncta assignari posse, quorum coordinatae sunt,
V ·. B1 G11 —E11 G' B" G—B G" BC'—B'G
y G'A"*-G"A' G"A—CA" CA'—C'A
secuudi:
tertii:
Δ "~> Δ ^ Δ
'A'B" — A"B' A»B—AW AB1 —A1 B
Δ ' Δ *· Δ^ *
quibus punctis terminantur diametri superficiei tres iuter se coniugatae,
quas patet perpendiculares esse planis:
Unde adeo problema revocatum est ad indagationem axium principalium
superficierum, quarum diametri tres iater se coniugatae dantur.
Simili modo vd etiam e 40) — $1) per theorema §i 13* probantur
aequationes:
42) [φ'ϋ'—Β'ΐί?)» + (04"— 0' A*) y + (A'B^^
l( C* —B' Ο χ + (G A1 —C'A)y + (AB1 -*-A'B} zf
ssz G1 & G11 &"** + G" G" G G ^ V + G G G' G' <*' V,
{(B'C"— B"C')w+ (B" p—BC")w'-\- (B0—B'C)wtff -f
— P"4*)w+ (C"A — C4") i»'+ (CA'—G'A) w"f -f
1®"— A"B') w+ (A" B— AB11) w'
quibus et ipsis aliamm binarum ellipsoidarum contiaetur reductio ad axes
earum principales.
lam transeamus ad problema initio propositum de transformatione
duplicis integralis, cuius solutionem sine calculo de quaestiouibus antecede -
tibus deduciinus*
eq. prox, )
361
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